Integrale de Riemann 


Exercice 1. Densite des fonctions en escalier 


Soit / : [a,b] — > R continue telle que pour toute fonction g : [a,b] — > R en escalier, J f(t)g(t)At = 0. 
Demontrer que / = 0. 

Exercice 2. zeros 

fb 

Soit / : [a, b] — > ffi. continue non identiquement nulle, telle que : V k € {0, 1, . . . , n — 1}, / t k f(t) d t = 0. 
Demontrer que / s’annule au moins n fois sur }a, 6[ (raisonner par l’absurde). 

Exercice 3. Formule de la moyenne generalisee 
Soient /, g : [a, b] — > R. continues, / positive. 

fb fb 

1) Demontrer qu’il existe c € [a, b ] tel que / f(t)g(t) d t = g(c) / f(t) At. 

2) Si f ne s’annule pas, montrer que c £ la, b\. 

3, Application : Soit / continue at, voisinaj d e 0. Dentine, iitn ^ f W)d , 

* C— *o x Jt=0 


Exercice 4. Inegalite de Jensen 
Soit / : [a, b] — > R. continue et g 


continue convexe. 


Demontrer que g ^ f{t) df j < f) [ (j ^ g(f(t)) At. 


Exercice 5. y 1 + / 2 

Soit / : [0, 1] — > R continue positive. On pose A = f(t) d t. 

Jt= o 

Montrer que y/1 + ^4 2 ^ / y/l + f 2 (t ) dt ^ 1 + A. 

Jt = o 

Exercice 6. Calcul de limite 

Chercher lim [ cost M 1 + t ) dt 
x— 10 + J t - X sin t sh t 

Exercice 7. Calcul de limite 

. f bx 1 — cosit 

Pour 0 < a < o, determmez lim / = du. 

Jt=ax U 3 

Exercice 8. J f + / / _1 

Soit / : [a, b] — „ [c, d] continue, bijective, strictement croissante. 

pb fd 

Calculer / /(f) At + / ~ 1 (u) Au (faire un dessin, et commencer par le cas ou / est de classe C 1 ). 

Exercice 9. Sommes de Riemann 

1) Trouver lim — T-r H + . . . + pour k entier superieur ou egal a 2 fixe. 

ft — »oo R i - J- ri \ £ K/Tl 

2) Trouver lim ( \A( n — -0 + \/2(n — 2) + . . . + y/n — 1)1^ . 

3) Trouver Jin^ lj/(l + ±) (l + |) . . . (l + g). 

4) Trouver lim In (l + ^) =— L-t — rT . 

' n — too V n/ 2 + COS(3fc7T/n) 

5) Donner un equivalent pour n — > oo de ^ \/fc. 

fe=i 

6) Soit j4i A‘ 2 . . . un polygone regulier inscrit dans un cercle de rayon 1. Chercher lim i c4in4fc. 

TWO ° fc— 2 
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Exercice 10. Calcul de limite 

Soit / : [0,1] — > R continue. Chercher lim \ Y f(n)f(n)- 

n *°° n 1 ^i<j^n ' ' ' ' 

Exercice 1 1 . Moyenne geometri que 

.. i 

Soit / : [0, 1] — > R continue. Montrer que ^1 + ^1 + . . . ^1+ > exp J f(t) d t. 

(On pourra utiliser : V x ^ — ry> a; — a: 2 ^ lnx ^ a;) 

Exercice 12. 

2 

1) Montrer que : V I > 0, x — ^ In(l + x) < x. 

2) Trouver Jirri^ f] (l + fc a ^ n a ) ■ 

Exercice 13. Maximum-minimum 

Soient a, b € R. Etudier la convergence des suites (a n ), (b n ) definies par : 


a 0 = a, b 0 = b , a n+ i = - 


J min(x, b n ) dx, b n + \ = - J max(x, a n ) dx. 


Exercice 14. Integrals de In \x — e* 4 | 

r>2n 

Pour i£l, x ^ ±1, on pose I = / In \x — e lt \ dt. En utilisant les sommes de Riemann, calculer I. 

Jt = o 


Exercice 15. Integrals de \ f\ 

n— 1 

Soit / : [a, b] — > R continue. Pour n G N*, on pose I n = Y 

k = 0 


f(t) d t 


oil a?; = a + k - T1 a . 


Montrer que I n 




Exercice 16. Usage de symetrie 
f* £ sin t 

Soit I = / o— dt. Effectuer dans I le changement de variable u = tt — t, et en deduire la valeur de I. 

Jt= o 1 + cos 2 1 

Exercice 17. Usage de symetrie 

Calculer I = d t. 

Jt= o 1 + sin t 

Exercice 18. Usage de symetrie 

Calculer / ln(l + tan t) dt. On remarquera que cos t + sin t = \/2 cos ( ? — t ) . 

Jt = o ' ' 


Exercice 19. Ecole de l’air 94 
cos nx 


On note /„ = 


dx, J n = 


■ dx, K n = 


dx. 


2 — cos x Jo 2 — cos x J 0 2 + cos x 

Montrer que pour tout n £ N, on a I n = J n + (— 1 ) n K n et I n+ 1 = 4 I n — / n _j . En deduire I n en fonction de 


Exercice 20. Calcul d’integrale 
Calculer pour tout n € N* : I n = 

Exercice 21. arcsin et arccos 


dx 


c — o 1 + cos 2 (nx) 


Simplifier [ arcsin Vtdt+ [ arccos Vtdt. 

Jt — o Jt = o 


Exercice 22. Approximation des rectangles pour une fonction lipchitzienne 

b — a 


Soit / : [a, b] — > R A'-lipcliitzienne. Montrer que 


f(t)dt Y~J2^{ a + k 

fe= l 


b — «' 


K{b-af 
2 n 
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Exercice 23. Approximation des tangentes 

Soit / : [a, b] — * R de classe C 2 . On fixe n € N* et on note : a k = a + k ^~ a , a fc+ 1 = Uk ~^ afc+1 , 
Soit I n = } A=At £ f(a k+ 1). 

fe =0 

1) Donner une interpretation geometrique de /.„ . 


2) Montrer que 


J f(t)dt-I r 


M 2 (b - a) 3 . , r , rr, 


Exercice 24. Approximation des trapezes 
Soit / : [a, 6] — * R de classe C 2 . 

1) 


Montrer que [ f(t)dt=(b-a) ^ + f ^ + [ - — — ^/"(t)dt. 

^ 7t=a 2 

r b 

2) Application : Soit / : [a, b] — > R , I = / /(f) dt, et /„ la valeur approchee de I obtenue par la methode des 


trapezes avec n intervalles. Demontrer que I — /„ ^ SU ^ 

Exercice 25. Calcul de limite 

Etudiez la limite de la suite definie par u n = ^ — Y 


fc=i (n + kf 


Exercice 26. Aire sous une corde 

Soit / : [a, b] — > R de classe C 1 telle que /(a) = f(b) = 0. On pose M' 

1) En majorant / par une fonction affine par morceaux, demontrer que 

2 ) Quand y a-t-il egalite ? 



< M' 


(b -«) 2 
5 


Exercice 27. Echange de decimales 

Soit / : [0,1] — ► [0,1] definie par /(0, 010203 . . .) = 0,020103 ... (echange des deux l eres decimales). 
Montrer que / est continue par morceaux et calculer / /(f) dt. 

Jt = 0 

Exercice 28. f f(t) cos (f) dt 

p2tt 

Soit / : [0, 27 t] — > R convexe de classe C 2 . Quel est le signe de I = f(t) cos t dt ? 

Jt=o 

Exercice 29. Convexite 

rx + 1 

Soit / : R — > R convexe et g(x) = / /(f) dt. Montrer que g est convexe. 

Jt-x-l 


Exercice 30. Expression d’une primitive n-eme de f 

f x (x — 

Soit f : [a, b] — » R continue et q(x) = / — - 

Jt=a («“!)! 


-f(t)dt. Montrer que g = f. 


Exercice 31. Thm de division 

Soit / : R — ► R de classe C n+P telle que /( 0) = /'( 0) = . . . = /( n_1 ) (0) = 0. 

On pose g{x) = pour x ^ 0 et g(0) = ^ . 

1) Ecrire g(x) sous forme d’une integrate. 

2) En deduire que g est de classe C p et |</ p )(a:)| < , + ^ , sup{ | /( w+ p) ( tx ) | tq 0 ^ t < 1}. 


Exercice 32. Fonction a bsolument monotone 

Soit / : [0, o[ — > R de classe C°° telle que / et toutes ses derivees sont positives sur [0,o[. 

1) Montrer que la fonction g n : x 1 — +■ ^ ^ f(x ) — /( 0) — ... — ^ /( n_ 1 )(0)^ est croissante. 

2) On fixe r € ]0, o[. Montrer que la serie de Taylor de / converge vers / sur [0, r[. 
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Exercice 33. 2eme formule de la moyenne 

Soient f,g : [a, b] — > R continues, / positive decroissante. 

On note G(x) = J'^ g(t ) d t, et { " I // 

1) On suppose ici que f est de classe C 1 . Demontrer que m/(o) < ) dt ^ Mf(a). 

2) Demontrer la meme inegalite si / est seulement continue, en admettant qu’elle est limite unifor 
de classe C 1 decroissantes. 

3) Demontrer enfin qu’il existe c € [a, 6] tel que / f(t)g(t) At = /(a) / g(f) dt. 

o/f=o Jt=a 

Exercice 34. Inegalite de la moyenne 

Soient /, g : [a, b] — * R continues, / decroissante, et 0 < g < 1. On note G(x) = a + J g(t) At. 

nb rG(b) 

Demontrer que J fg(t) At ^ J /(f) At. 


Exercice 35. Une inegalite 

r b 

Soit / : [a, b] — * R de classe C 1 telle que /(a) = 0 et V t € [a, b], 0 < f(t) ^ 1. Comparer J f 3 (t)At et 


f(t) d t 


On introduira les fonctions : F( x) = f(t) At, G(x) = ,f 3 (t) At, et H = F 2 — G. 


Exercice 36. Integrates de Wallis 
r */ 2 


On note /„ = 


cos" t At. 


1) Comparer I n et / sin" t At. 

Jt - o 

2) En coupant [(), en [0, a] et \a, ^J, demontrer que I„ > 0. 

3) Clrercher une relation de recurrence entre I n et / n + 2 - En deduire 12k et l 2 k+i en fonction de k. 

4) Demontrer que nI n I n -\ = 

5) Demontrer que I n ~ I n -\ et en deduire un equivalent simple de I n puis de C % n pour n — > oo. 

Exercice 37. Norme L°° 

Soit / : [a, b] — * R + continue non identiquement nulle. On pose I n = J f n (t)At et u n = y/T^. 

Soit M = max{/(x) tq a < x ^ b} et c G [a, b] tel que /(c) = M. 

1) Comparer M et u n . 

2) En utilisant la continuite de / en c, demontrer que : V e £ ] 0, M[ il existe S > 0 tel que I n ^ 5(M — e) n . 

3) En deduire lim u n . 


Exercice 38. Lemrne de Lebesgue 

r b 

Soit / : [a, b] — * R continue. Montrer que J f(t) cos (nt) At — > 0, . . . 

1) si / est de classe C 1 . 

2) si / est en escalier. 

3) si / est continue. 


Exercice 39. Plus grande fonction convexe minorant f 

1) Soit (/j) une famille de fonctions convexes sur un intervalle I. 

On suppose que : V x G I, f(x) = sup (fi(x)) existe. Montrer que / est convexe. 

2) Soit / : I — > R minoree. Montrer qu’il existe une plus grande fonction convexe minorant /. On la note /. 

3) Soit / : [0, 1] — * R + croissante. Montrer que f /(t)dt ^ ^ / /(t)dt (commencer par le cas ou / est en 

Jt - o 2 J t - 0 


escalier) . 
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Exercice 40. Centrale PC 1998 
Soit / : [a, b] — > R + * continue. 

1) Montrer qu’il existe une subdivision de [a, b] : a = Xq < x\ < . . . < x n = b telle que : 


r x k+ i i r 0 

Vfee [0,n-l], / f(t)dt=- f(t)dt. 

J t—Xk ^ J t=a 


2) Etudier lim Yl Y, fi x k)- 

n^oo k=Q 

Exercice 41. Mines MP 2000 

Soit / : K — > C de classe C 1 , 27t periodique, ne s’annulant pas. Montrer que 1(f) = J y- est un entier. 
Exercice 42. Fonctions a /fines 

Soit E = C([a,b]), et F = {/ e C 2 ([a,b]), tq f(a) = f(a) = f(b) = f'(b) = 0}. 

pb pb 

1) Soit / € E. Montrer qu’il existe g £ F verifiant g" = f si et settlement si / f(x) da’ = / xf(x) da’ = 0. 

f b 

2) Soit f £ E telle que / f(x)g"(x) Ox = 0 pour toute fonction g £ F. Montrer que / est affine. 

Exercice 43. Mines MP 2001 

Soit a < 0 < b et / continue sur [0, 1], a valeurs dans [a, b\ telle que /„ / = 0. Montrer que L f 2 < —ab. 


integr. tex page 5 



Solutions 


Exercice 3. 

3) |/(0). 

Exercice 7. 

DL de 1 — cos u ==> lim = \ ln(6/a). 


Exercice 9. 
1) In k. 



5) ^n^/n. 


6 ) 


4 

7 r • 


dt 

2 + cos t 


r d t 

J t=0 2 + cos t 


7T 

77 


Exercice 12. 

2 ) exp(|). 


Exercice 13. 



si b n < —1 

l) 2 /4 si -1 < b n ^ 1 
si b n > 1, 


b n + 1 — 


Done a n+ i = /(a n _ i), 6 ra +i = g(b n -i)- Point fixe : a n 


0 

(a„ + 1) 2 / 4 
o n 

— > v^- 3, 


si a„ < — 1 


si — 1 ^ a„ ^ 1 
si a n > 1. 
b n — ► 3 - \/8. 


dt = — 


7t/2 


=0 1 + sint 2 J t= _ 7r /2 1 + cost 


■ dt = 7T. 


Exercice 16. 

7T 2 

T- 

Exercice 17. 

U = TT — t =>• / = 

Exercice 19. 

7 „ = ^ (2 _^ r . 

Exercice 20. 

Couper en intervalles de kir/n. On obtient I n = -^= pour tout n ^ 1. 

v 2 

Exercice 21. 

/ est paire, 7r-periodique. f'(x ) = 0 pour 0 < x < ^ ==> f(x) = /(7t/4) = 


Exercice 25. 

Comparaison entre 
. 3 


dt 


it=o (i + ty 


et son approximation des trapezes. Decouper et integrer deux fois par parties, 


Exercice 28. 

I = ^/'(t)(l + cost)j + / ,, (t)(l + cost) dt ^ 0. 

Exercice 32. 

1) formule de Taylor-integrale. 


Exercice 35. 

H' = f(2F — f 2 ) = fK et K' = 2/(1 — /') done H est croissante et positive. 
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Exercice 40. 


d t. 


2) Soit F(x) = ( f(t)dt et G = F % Alors i E f( x k) = ^ E / ° G(£) > [ f 2 {t)dt / f f(t ) 

J t—a k — 0 /c— 0 n *°° J t=a ' J t—a 

Exercice 41. 

On a f = e g avec 5 de classe C 1 par le thm. de relevement d’ou /(/) = ^ 

Exercice 42. 

1) II existe toujours une unique fonction 3 de classe C 2 telle que g" = /, 5(a) = 5' (a) = 0 : g(x) = J — df 
(Taylor-Integral) . 

fb nb 

2) Soient A,/i£i tels que f± : x 1 — > f(x) — X — gx verifie / fi{x) dx = xfi(x) da; = 0. On trouve 

! (b — a) A + (b 2 — a 2 )/2p = — J f(x)dx 

( b 2 — a 2 )/ 2A + (6 3 — a 3 )/ 3/r = — J xf(x ) da; 

et ce systeme a pour determinant (6 — a) 4 /12 7^ 0 done A, g existent et sont uniques. Soit gi € F telle que 

r b 

g " = /1 : / g”{x)g"{x) dx = 0 pour tout g € F, en particular pour g = g 1 clone 5" = /1 = 0 et /( x) = \+gx. 

Exercice 43. 111 

Soit g = f — a. On a0^j^6-oet / g = —a d’ou / g 2 ^ (b — a) g = —a(b — a) et 
| i Jo Jo Jo 

f f 2 = f g 2 + 2a [ g + a 2 < - ab . 
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